Nombres de Bell

Définition — Pour tout n € N, on note B,, le nombre de partitions de I’ensemble
[1;n]. Par convention By = 1.

Lemme — Vn e N, B, | = Z (Z) By.
k=0

DEMONSTRATION

Soitn € N. Soit 0 < k < n.

On note ), I’ensemble des permutations pour laquelle n + 1 est dans une partie
de [1;n + 1] de cardinal k + 1.

Commeilya Z choix pour les k autres éléments de la partie de [1;n + 1] ol

se trouve I’élément n + 1 et B,,_ choix pour le reste de la partition,

Card (E) = (Z) B

Donc By,1 = i (Z) By = i (Z) By. 0

k=0 k=0

1 “+0o0 nk
Proposition — Vk € N, B, = — E —.
e n!
n=0
DEMONSTRATION +00
On étudie la série entiere E L
‘ n!
n=»

On montre par récurrence que Vn € N, B, < nl.
C’est vrai pour n = 0.
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Soitn € N.
n

B, = Z (Z) By, d’apres la relation de récurrence calculée dans le lemme
k=0

<Z()n‘<n‘z =k < (n+1)!

. B . : . .
Comme on majore —T par 1, la série entiere étudiée a au moins le rayon de conver-

gence de la série géométrique, c’est-a-dire 1.
On note f(z) la somme de la série entiere (sur le domaine ot celle-ci converge).

D’apres les résultats sur la dérivée d’une série entiere, la fonction f est dérivable
sur le disque ouvert de rayon 1, de dérivée

—+00

Bu . B,
fO=2 ooy =L

Donc
oS (E 0 5 Swtw)

On reconnait un produit de Cauchy des séries enti¢res f(z) et exponentielle, d’ou

Vizl <1, f'(z) = f(2)e.

La seule solution de ce probleme de Cauchy telle que f(0) = ﬁ? =1lest:

z

1
Viz| <1, f(2) = gee :

Comme la série entiere de 1’exponentielle a un rayon de convergence infini,

; too  an N~ 1
VZE(C,ee:(;' Z(Z )E

(zn)"

Pour tout z € C, on démontre que la série double de terme général u,, j, = Tl
In!
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est sommable sur N2,

F kln! n!
k=0 k=0
de plus

T lzln

e ol

=e <40

n!

n=0

Comme la série double (Un,k)(k,n)eN2 est sommable, d’apres le théoreme de Fubini
pour la mesure de comptage, on peut inverser 1’ordre de sommation :

X (R (zn)k gy g AL
cex () - (En)E

n=0 \k=0 k=0 \n=0

On conclut par unicité du développement en séries entieres

1+oonk
VkEN,Bk:—ZF. O

e
n=0
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